1 firi= k

Sei Ng :={0,1,...,9} und sei 0N — N fir k e N3 definiert durch g(i) := { 0 firie k

Behauptung:
Es gibt genau eine Funktion f: N — Ng mit der Eigenschaft

9
(1) f(k) = 3 ox(f@) ¥ k € NS
i=0
und fir diese gilt: f(0) := 6, f(1) =2, f(2) := 1, f(6) := 1 und f(i) := 0 sonst.

Beweis:
Wir beweisen zunédchst vier Hilfssatze:
(2) Beh.: Sei k e N3 mit f(k) > 0 = 3j e N mit f(j) = k

9

Bew.: Aus (1) folgt 0 < f(k) = ¥ ox(f(i)), d.h. 3 mindestens eine Zahl j e Ng mit ox(f(j)) > 0, d.h. f(j) =k
i=0

(8) Beh.: Sei k e N3 mitf(k) =0 = Vi e N3 gilt f(i) # k

9
Bew.: Aus (1) folgt 0 =f(k) = 3 ox(f(i)), d.h. ox(f(i) =0VieNd = f(i) £k VieN
i=0

(4) Beh.: * f(i) = 10
i=0
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Bew.: Y fk)= > 3 ok(=3 3 oxf@)=31=10
=0

k=0 k=0i=0 i=0 k=0 i=
(5) Beh.: f(0) # 0
Bew.: Angenommen f(0) = 0. Dann ist 0o(f(0)) = 00(0) = 1 und damit folgt aus (1)

9
0="1(0) = X o0o(f(i)) >=1 - Widerspruch!

i=0
Wir betrachten nun alle méglichen Falle f(0) =k fur1 <k <9:

9

Aus (1) folgtk = f(0) = X, 0o(f(i)) , d.h. es gibt genau k verschiedene Zahlen iy, io, ..., ix € Ng mit f(i;) = O far
i=0

1 <j < kunddamit genau (10 - k) verschiedene Zahlen iy, 1, ix.2, ..., 10 € Ng mitf(i) >0 (k+1</<10).

Es sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit iy, = 0. Dann folgt aus (2) und (3), dass die (10 -k - 1)

paarweise verschiedenen und von 0 verschiedenen Zahlen ix,o, ..., ijg als Funktionswerte f( i) fir die (10 - k)

verschiedenen Argumentwerte ix,1, ix.2, ..., i1g @uftauchen.

Es folgt aus (4): 10 = 29] f(i) = gf(i,-) =f(0) + f( ixeo) + -..f(i10) ) = K + f( iky2) + ... + f(ig) , d.h. die Zahl 10 muss
i=0 j=1

sich als Summe von (10 - k) Summanden darstellen lassen, von denen einer k ist und genau einer doppelt

auftaucht.

Wir untersuchen jetzt die einzelnen Falle:

k = 1: kleinste mégliche Summe, die obiger Bedingung gentigtist1 +1+2+3+4+5+6+7+8>10

k=2:1+1+2+3+4+5+6+7>10

1+1+2+3+4+5+6>10

1+1+2+3+4+5>10

:1+1+2+3+5>10 (k=5 muss vorkommen!)

:1+1+2+6 =10 (ist einzige Moéglichkeit fir k = 6 und ergibt obige Lésung)

:1+1+7<10und 2 + 2 + 7 > 10 sind die einzigen Mdglichkeiten

:8+8>10

:9<10
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